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Pers. Differensial Hermite 

Persamaan Hermite 
− = − 2 + 1              … (1) 

untuk = 0, 1, 2, … 
Solusi Hermite dapat dicari dengan metode 
operator. 
Ditulis operator  

=  

 



Metode Operator 

− + = − +

= − +

= + − +

= + + − − = − +  

Hubungkan dengan pers. Hermite: 
− + = −2           … (2) 



Metode Operator 

+ − = + −

= + −

= − + −

= − − + − = − −  

Hubungkan dengan pers. Hermite: 
+ − = −2 + 1       … (3) 

 



Resume 

− + = −2                   … (2) 
+ − = −2 + 1       … (3) 

Sekarang, ganti  di ruas kiri pers. (3) dengan 
+ : 

+ − + = + −2
= −2  +         … (4) 

Kemudian, ganti  di ruas kiri pers. (2) dengan 
− : 

− + − = − −2 + 1
= −2 + 1 −      … (5) 

 



Amati Pers. (4) dan (5) 

+ − + = −2  +            
− + − = −2 + 1 −  

Bandingkan dengan 
+ − = −2 + 1       … (3) 
− + = −2                   … (2) 

Kita dapat lihat 
= +  → + 1 =  → = − 1 
= −                              → = + 1 

Jadi,  
= +     → +  → lowering operator 
= −      → −     → raising operator 

 
 



= 0 
Pers. Hermite: 

− + = −2        … (2) 
Untuk = 0: 

− + = 0 
+ = 0 

+ = 0 

= −  

= −   

= −  

ln = −
2

+  

= ⁄   



Fungsi Hermite 

Aplikasikan operator −  sebanyak  kali terhadap  
untuk mendapatkan : 

= − = − ⁄  
Atau 

= ⁄  ( ) 
Beberapa fungsi Hemite: 

= ⁄  
= −2  ⁄  

= 2 2 − 1 ⁄  
… 



Proof 
Buktikan = ⁄  ( ) 

⁄ ⁄ = ⁄ − ⁄ + ⁄

= ⁄ ⁄ − = −  
Substitusikan ( ): 

= −  
− = − = ⁄ ⁄

= ⁄ ⁄ −
= ⁄ ⁄ ⁄ ⁄ = ⁄ ⁄  

Lanjutkan sampai ke- : 
− = ⁄ ⁄  

Sekarang, 
= − ⁄ = ⁄  

 
 



Polinomial Hermite 

Jika fungsi Hermite dikalikan dengan −1  ⁄  
diperoleh polinomial Hermite: 

−1  ⁄ = −1  ⁄ ⁄   
= −1    

Beberapa polinomial Hermite: 
= 1             
= −2         
= 4 − 2 
dst. 

 



Pers. Diff. untuk Polinomial Hermite 

= ⁄  
= − ⁄ + ⁄  = − ⁄  
= − − ⁄ − − ⁄

= − 2 + − 1 ⁄  
Substitusikan ke pers. Diff. Hermite 

− + 2 + 1 = 0 
− 2 + − 1 ⁄ − ⁄

+ 2 + 1 ⁄ = 0 
− 2 + 2 ⁄ = 0 

− 2 + 2 = 0 



Ortonormalitas Fungsi Hermite 

 =

=  
0            , untuk ≠

2 ! , untuk =  

Kita akan buktikan ortogonal fungsi Hermite: 

= 0 untuk  ≠ . 



Proof of Ortogonality 

Tulis pers. Untuk polinomial Hermite: 
− 2 + 2 = 0 

+ 2  = 0  ×  
+ 2  = 0 ×  

 
+ 2  = 0 
+ 2  = 0 

−−−−−−−−−−−−−−−−−− − −  
− = 2 −  

 



Proof of Ortogonality (2) 

− = 2 −  
− ′ = 2 −   ×  

− ′ = 2( − )  

Integralkan dari = −∞ sampai = ∞: 

− ′ = 2 −   

0 = 2 −   

Jika ≠ , maka  

= 0 

 
 



Generating Function and Recursion 
Relation 

Generating Function 

Φ , ℎ =  =
ℎ

!
 

Rumus Rekursi 
= 2   

= 2  − 2   
 



Pers. Diff. Laguerre 
+ 1 − + = 0 

dengan  suatu bilangan bulat. 
Untuk mencari solusi gunakan solusi deret: 
Asumsi:  

=   

= +  

= + + − 1  



Solusi Deret 
Dengan menggunakan asumsi deret, pers. Laguerre: 

+ 1 − + = 0 

+ + − 1 + +  

− + + = 0 

+ + − − = 0 

+ + − − + 1 = 0 

 
 
 



Solusi Deret (2) 
Untuk = 0: 

0 + = 0 
= 0 

= 0 
Untuk > 0: 

+ − + 1 = 0 

+ − + 1 = 0 

+ − + 1 = 0 
 
 
 



Solusi Deret (3) 
= − − + 1  

= −
( − + 1)

  

Koefisien bagi > 0: 

= −
1

= −  

= −
− 1
2

=
− 1

1 2
 

= −
− 2
3

 = −
− 1 − 2
1 2 3

 

… 

= −1
− 1 − 2 … ( − + 1)

!
 

 



Solusi Deret (4) 

= 1 − +
− 1

(2!) 
−

− 1 − 2
3!

+ ⋯

+ −1
− 1 − 2 … − + 1

!
+ …  

Jika =  , diperoleh Polinomial Laguerre: 

= 1 − +
− 1

(2!) 
−

− 1 − 2
3!

+ ⋯

+
−1

!
  



Polinomial Laguerre 

= 1 
= 1 −  

= 1 − 2 +
2

2
= 1 − 2 +

1
2

 

= 1 − 3 +
3.2
2

−
3.2.1
3!

= 1 − 3 +
3
2

−
1
6

 



Rumus Rodrigues, Ortonormalitas, dan Generating 
Function untuk Polinomial Laguerre 

=
1
!
   

Ortogonormalitas fungsi Laguerre: 

 =   

Generating Function: 

Φ , ℎ =
⁄

1 − ℎ
=  ℎ  



Rumus Rekursif Bagi Polinomial 
Laguerre 

 − + = 0 
 

+ 1 − 2 + 1 −
+  = 0 

 
  −  +  = 0 



Associated Laguerre Equation 

+ + 1 − + = 0 
Memiliki solusi 

= = −1  
Rumus Rodrigues  

=
!

 



Rumus Rekursif Bagi Associated 
Laguerre Polinomial 

+ 1 − 2 + + 1 −
+ + = 0 

 
  −  + + = 0 

 



Ortogonormalitas Associated Laguerre 
Polinomial  

  

=  
0 ,     jika ≠  

+ !
!

, jika =
 

   = 2 + + 1
+ !

!
 


