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Bandul yang talinya diperpanjang 
Pers. Gerak bandul 

݀
ݐ݀

݈݉ଶ̇ߠ + ݈݉݃ sin ߠ = 0 

Untuk osilasi kecil 
sin ߠ  ≈  ߠ

Dan persamaan gerak bandul: 

݈݉ଶ̈ߠ + ߠ2݈݉̇
݈݀ 
ݐ݀

+ ߠ݈݃݉ = 0 

Panjang tali berubah  
݈ = ݈଴ +  ݐݒ

݈݀
ݐ݀

=  ݒ

 
 



Pers. Gerak Bandul 

Substitusi 
ݐ݀ =  ݒ/݈݀

Persamaan gerak bandul 

݈݉ଶ̈ߠ + ߠ2݈݉̇
݈݀ 
ݐ݀

+ ߠ݈݃݉ = 0 

݈ଶݒଶ ݀ଶߠ
݈݀ଶ + ଶݒ2݈ ߠ݀

݈݀
+ ߠ݈݃ = 0 

݀ଶߠ
݈݀ଶ +

2
݈

ߠ݀
݈݀

+
݃

ଶ݈ݒ
ߠ = 0 



Pers. Diff. Bessel 

ᇱᇱݕଶݔ + ᇱݕݔ + ଶݔ − ଶ݌ ݕ = 0 

ᇱᇱݕ +
ᇱݕ

ݔ
+ 1 −

ଶ݌

ଶݔ ݕ = 0 

Solusinya 
௣ݕ <=    ௣ dan ௣ܻܬ = ௣ܬ ܣ +  ௣ܻ ܤ
Misalkan ada solusi  ݕ௣ = ௔ܼ௣ݔ ௖ݔܾ . Bagaimana pDB nya? 

ᇱᇱݕ + 1 − 2ܽ
ᇱݕ

ݔ
+ ௖ିଵݔ ܾܿ ଶ +

ܽଶ − ଶܿଶ݌

ଶݔ ݕ = 0 

Jika ܽ = 0, ܾ = ܿ = 1: 

ᇱᇱݕ +
ᇱݕ

ݔ
+ 1 −

ଶ݌

ଶݔ ݕ = 0 

 



Pers. Bessel 

Modified Bessel equation: 

ᇱᇱݕ + 1 − 2ܽ
ᇱݕ

ݔ
+ ௖ିଵݔ ܾܿ ଶ +

ܽଶ − ଶܿଶ݌

ଶݔ ݕ

= 0 
Memiliki solusi 

௣ݕ ݔ =  (௖ݔܾ)௔ ܼ௣ݔ
Dengan  
ܼ௣ dapat diganti dengan ܬ௣ maupun ௣ܻ atau ௣ܰ.  
 



݀ଶߠ
݈݀ଶ +

2
݈

ߠ݀
݈݀

+
݃

ଶ݈ݒ
ߠ = 0 

ᇱᇱݕ + 1 − 2ܽ
ᇱݕ

ݔ
+ ௖ିଵݔ ܾܿ ଶ +

ܽଶ − ଶܿଶ݌

ଶݔ ݕ = 0 

→ ݕ → ݔ dan ߠ  ݈: 
݀ଶߠ
݈݀ଶ +

1 − 2ܽ
݈

ߠ݀
݈݀

+ ܾܿ ݈௖ିଵ ଶ +
ܽଶ − ଶܿଶ݌

݈ଶ ߠ = 0 

1 − 2ܽ = 2 
ܽଶ − ଶܿଶ݌ = 0 

݈ଶ(௖ିଵ) = ݈ିଵ    → 2 ܿ − 1 = −1 
ܾܿ ଶ = ݃ ⁄ଶݒ  

 
 



Solusi 

1 − 2ܽ = 2    ⇒  ܽ = −
1
2

 

2 ܿ − 1 = −1  ⇒  ܿ =
1
2

 

ܾଶܿଶ =
݃

ଶݒ   ⇒  ܾ =
2
ݒ

݃ 

ܽଶ − ଶܿଶ݌ = 0  ⇒ ݌  = ±1 
Solusi 

௣ݕ ݔ =  (௖ݔܾ)௔ ܼ௣ݔ

ଵߠ = ݈ିଵ ଶ⁄  ܼଵ
2 ݃

ݒ
 ݈ଵ ଶ⁄   



Solusi 
• Misalkan  

ݑ =
2 ݃

ݒ
 ݈ଵ ଶ⁄   →

ݑ݀
݈݀

=
݃

ݒ
 ݈ିଵ ଶ⁄ =

2݃
ଶݒ  ଵିݑ

Solusi umum 
ߠ = ଵܬଵିݑܣ ݑ + ଵିݑܤ

ଵܻ(ݑ) 
Turunan ߠ terhadap ݑ: 

ߠ݀
ݑ݀

= − ଶܬଵିݑܣ ݑ + ଵିݑܤ
ଶܻ ݑ  

Yang diperoleh dari 
݀

ݔ݀
௣ܬ௣ିݔ ݔ = ௣ାଵܬ௣ିݔ− ݔ  



Konstanta A dan B 
• Keadaan awal bandul 

ݐ = 0  → ݈ = ݈଴   → ݑ =
2 ݃

ݒ
 ݈଴

ଵ ଶ⁄ =  ଴ݑ

ߠ = ߠ̇  &     ଴ߠ = 0  →
ߠ݀
ݑ݀

= 0  
sehingga 

଴ݑ ܣ
ିଵܬଵ ଴ݑ + ଴ݑ ܤ

ିଵ
ଵܻ ଴ݑ = ଴ߠ  × ଶܻ ଴ݑ  

଴ݑ ܣ
ିଵܬଶ ଴ݑ + ଴ݑܤ

ିଵ ଶܻ ଴ݑ = 0  × ଵܻ ଴ݑ  
⇒ ଴ݑ ܣ

ିଵܬଵ ଴ݑ ଶܻ ଴ݑ + ଴ݑ ܤ
ିଵ

ଵܻ ଴ݑ ଶܻ ଴ݑ = ଴ߠ ଶܻ ଴ݑ  
⇒ ଴ݑ ܣ

ିଵܬଶ ଴ݑ ଵܻ ଴ݑ + ଴ݑܤ
ିଵ ଶܻ ଴ݑ ଵܻ ଴ݑ = 0               

଴ݑ ܣ
ିଵ ଵܬ ଴ݑ ଶܻ ଴ݑ − ଶܬ ଴ݑ ଵܻ ଴ݑ = ଴ߠ ଶܻ ଴ݑ  

 
 
 
 



Konstanta A dan B 

ܣ =
଴ߠ଴ݑ ଶܻ ଴ݑ

ଵܬ ଴ݑ ଶܻ ଴ݑ − ଶܬ ଴ݑ ଵܻ ଴ݑ
  

 
଴ݑ ܣ

ିଵܬଵ ଴ݑ + ଴ݑ ܤ
ିଵ

ଵܻ ଴ݑ = ଴ߠ  × ଶܬ ଴ݑ  
଴ݑ ܣ

ିଵܬଶ ଴ݑ + ଴ݑܤ
ିଵ ଶܻ ଴ݑ = 0  × ଵܬ ଴ݑ  

⇒ ଴ݑ ܣ
ିଵܬଵ ଴ݑ ଶܬ ଴ݑ + ଴ݑܤ

ିଵܬଶ ଴ݑ ଵܻ ଴ݑ = ଶܬ଴ߠ ଴ݑ  
⇒ ଴ݑ ܣ

ିଵܬଵ ଴ݑ ଶܬ ଴ݑ + ଴ݑܤ
ିଵܬଵ ଴ݑ ଶܻ ଴ݑ = 0 

଴ݑܤ
ିଵ ଶܬ ଴ݑ ଵܻ ଴ݑ − ଵܬ ଴ݑ ଶܻ ଴ݑ = ଶܬ଴ߠ ଴ݑ  

 

ܤ =
ଶܬ଴ߠ଴ݑ ଴ݑ

ଶܬ ଴ݑ ଵܻ ଴ݑ − ଵܬ ଴ݑ ଶܻ ଴ݑ
 



ܣ3 + ܤ2 = 7 
ܣ2 + ܤ = 4 



Penyederhanaan A dan B 
• Untuk menyederhanakan ܣ dan ܤ gunakan persamaan 

௡ܬ ݔ ௡ܻାଵ ݔ − ௡ାଵܬ ݔ ௡ܻ ݔ = −
2

ݔߨ
 

Didapatkan 

ܣ =
଴ߠ଴ݑ ଶܻ ଴ݑ

ଵܬ ଴ݑ ଶܻ ଴ݑ − ଶܬ ଴ݑ ଵܻ ଴ݑ
= −

଴ݑߨ
ଶߠ଴ ଶܻ ଴ݑ

2
 

ܤ =
ଶܬ଴ߠ଴ݑ ଴ݑ

ଶܬ ଴ݑ ଵܻ ଴ݑ − ଵܬ ଴ݑ ଶܻ ଴ݑ
=

଴ݑߨ
ଶߠ଴ܬଶ ଴ݑ

2
 

 
Penyederhanaan dapat dilanjutkan jika dipilih 

଴ݑ =
2 ݈݃଴

ݒ
 

sehingga 
ଶܬ ଴ݑ = 0 

 



ଶܬ ݔ = 0 

ݔ = 0,  
5.1356 2230,  
8.4172 4414,  
11.6198 4117, 
14.7959 5178, 
17.9598 1949, 
21.1169 9705, 
24.2701 1231, 

27.4205 7355, … 



Solusi Bandul 

Jika ܬଶ ଴ݑ = 0, maka ܤ = 0 dan solusi bandul 

ߠ = ଵܬଵିݑܣ ݑ =
ܣ

଴ݑ ݈ ݈଴⁄
ଵܬ  ଴ݑ ݈ ݈଴⁄  

karena 

଴ߠ =
ܣ
଴ݑ

 (଴ݑ)ଵܬ

maka 

ߠ =
଴ߠ

ଵܬ ଴ݑ ݈ ݈଴⁄
ଵܬ ଴ݑ ݈ ݈଴⁄  

 



Perhitungan 

଴ߠ = 0.15 rad 

଴ݑ =
2 ݈݃଴

ݒ
= 21.1169 9705 

݈଴ = 0.1 m 
݃ = 9.8 m s⁄ ଶ 

ݒ =
2 ݈݃଴

଴ݑ
= 0.0937 5855 m s⁄  

ଵܬ ଴ݑ = 0.17326473865852338 

ߠ =
0.86572721698224819

݈ ݈଴⁄
ଵܬ 21.1169 9705 ݈ ݈଴⁄  

 
 
 



Osilasi lengthening pendulum 



Kecepatan sudut 
ߠ݀
ݑ݀

= ଶܬଵିݑܣ− ݑ  

Nyatakan ݑ dalam ݈: 

ݑ =
2 ݈݃

ݒ
଴ݑ &     =

2 ݈݃଴

ݒ
 

Didapat 

ݑ = ଴ݑ ݈ ݈଴⁄   ,     
ݑ݀
݈݀

=
଴ݑ

2 ݈଴݈
 

Karena  ܣ = ଴ݑ଴ߠ ଵܬ ⁄଴ݑ : 
ߠ݀
ݑ݀

= −
଴ݑ଴ߠ

ଵܬ ଴ݑ ଴ݑ ݈ ݈଴⁄
ଶܬ ଴ݑ ݈ ݈଴⁄  

 



Kecepatan sudut dan energi kinetik 

ߠ݀
ݐ݀

=  
ߠ݀
ݑ݀

ݑ݀
݈݀

݈݀
ݐ݀

= −
଴ߠ

ଵܬ ଴ݑ ݈ ݈଴⁄
ଶܬ ଴ݑ ݈ ݈଴⁄

଴ݑ

2 ݈଴݈
 ݒ

= −
ݒ଴ݑ଴ߠ

ଵܬ2 ଴ݑ ݈଴ ݈/݈଴
ଶܬ ଴ݑ ݈ ݈଴⁄  

 

ܭ =
1
2

݈ଶ̇ߠଶ =
1
8

ݒ଴ݑ଴ߠ
ଵܬ ଴ݑ

ଶܬ ଴ݑ ݈ ݈଴⁄
ଶ

 



Energi Potensial 

ܷ = −݈݃ cos ߠ = −
ଶݒଶݑ

2
cos ߠ

= −
଴ݑ

ଶݒଶ

2
݈
݈଴

cos  ߠ

Energi Total 

ܧ = ܭ + ܷ =
1
2

݈ଶ̇ߠଶ −
଴ݑ

ଶݒଶ

2
݈
݈଴

cos  ߠ

 


