Fisika Matematika Il
Kuliah 5: Fungsi Bessel

Hasanuddin
16-09-2021



Pers. Differensial Bessel

xy" +xy"+ (x4 —p)y=0 ..(1)
dengan p adalah suatu konstanta (tidak harus
bilangan bulat).

Bentuk lain dari pers. Bessel:
x(xy) + x*=p?y =0 ..(2)

Asumsi solusi:
00)
y = E anxn+s

n=0




Turunan y

n=0

n=0

(xyl)l Z( + S)Zanxn+s—1 . x(xy’)’ — z(n + S)Zanxn+g

n=0
y z anxn+s+2 . P y = zp anxn+5

Substitusi suku-suku dI; tas ke dalam pers. (2):

0 co

[(n +5)% — p?la,x™s + Z a,x"tst2 =0
n=0

>e_

n=0



Solusi Bessel

z (n+ 5)? — p?la,x™*s + z A, xS =

n=0
(s — Pz)ao xS+ [(s+1D*—p ] a; x5t

+ Z{ (n+s)? —p?la, + a,_,}x"S =0

n=2
Untuk n = 0 (koefisien pangkat s)
s=*p
Untuk n = 1 (koefisien pangkat s + 1)
a, =0
1
An = — Ap—2

(n + s)? — p?



Solusi Bessel

Secara spesifik, jika s = p, maka koefisien ke-n:

1 1
T T )2 —p2 ™2 T T2 g 2mp 2
1
= — n(n T 2p) a,- ,untukn genapdann = 2

a, = 0,untuk n ganjil.

Atau, dalamm =n/?2,

1
Aom = — sz(m n p) Arm—2 ,untUkm — 1,2,3,




Solusi Bessel

m=1
2T T a1 )

m=2

_ a, _ Ao
4T T2 ) 2421200+ 0)2 + D)

m =13

A4 Ao
a6 —

2233 +p)  2023(1+p)R+p)3B +p)

Rumus bagi koefisien ke-m:
- =D™p!
Yam = Sam it (m + p)! ©




Solusi Bessel

* p faktorial yang didefinsikan oleh

p! = 1.2 ....(p — 1)p hanya dapat dihitung untuk
p bilangan bulat.

* Karena p dapat berupa sembarang bilangan
maka, definisi p faktorial diganti dengan

0.0)

p! = F(p+1)=f tP et dt
0
* Rumus koefisien ke-m:

- (=D™Tra+p)
T 22m I T(m+ 1+ p) ©

aZm



Solusi Bessel Jenis Pertama

y = xP(ag + ax* + azx* + agx® + ...)

= 2P (f)p C(1+ p) [1 — 2

2 22T (2 +p)
+ . * . ° +
2%2IT3 +p) . 2631 T(4+p)

Jikaay = 1/[2PT'(1 + p)], solusi Bessel

(_1)771 Y 2Mm+p
Jp(x) = 2 m! T(m+ 1+ p) (E)

m=0




p 1
Jp(0) = W(E) 1 +p)! (;)

1 X\ P4 1
+2!(2+p)!(§) _3!(3+p)!(

Fungsi Bessel ke-p

X p+2

1
!

2



Grafik Fungsi Bessel




S=-—p

(D™ xyzme
J-p(¥) = Z m! T(m+1—p) (E)

m=0
Untuk p bukan integer, maka J_,, akan dimulai
dengan suku x~P dan J, dimulai dengan suku x".
Akibatnya, J,, dan ], adalah solusi saling bebas dan
solusi umum untuk pers. (1):

AJ],+B]_,

dengan A dan B adalah koefisien. Catatan: p
Integer.




Apa yang terjadi pada J_,, jika p
integer?
Jp akan bermula dengan x? .
Tetapi, /_,, bermula dengan xP seperti /.
Mengapa?

Ada nilaim + 1 — p yang sama dengan 0 dan
bilangan bulat negatif. Sehingga, '(m + 1 — p)
vang berada di penyebut suku ke m bernilai tak
hingga.

Misalp = 1danm =0, makaI'(0) = (—1)! —»
oo, Koefisien pangkat 0 = 0.

Misal p = 2, m = 0 dan m = 1 menghasilkan
['(—1) dan I'(0).



Untuk J_,,

Koefisien suku m yang nol memenuhi kondisi
m+1—p<0
m<p-—1
Jadi, koefisien suku m yang tidak nol dimulai dengan
m=p
Koefisien pangkat dimulai dengan
x?M=P = x2P7P = xP,

Kesimpulannya, J,, dan J_,, tidak saling bebas.

]—p = (—1)? ]p



Tunjukkan bahwa J_,, = (—1)?],! Untuk p integer

D™ xyeme
J-p(x) = Z m! T(m+1-1p) (E)

m=0

S G L
N Z m!'T(m+1—p) (E)

m=p
Ubah indeks m —» m' sehinggam =p = m' = 0:
m =m-—pataum=m'+p

(_1)m’+p (x)z(m’+p)—p

]—p —

L (' +p)! TOm' +1) \2
N (—1)™ X\ 2 +P
J-p = (=1 r(m' +p+1)!'m! (E) = =D



Fungsi Bessel Jenis Kedua/Fungsi
Neumann/ Fungsi Weber

cosmp J, —J-p
Sin 7Tp

Ny =Y, =

Solusi umum pers. (1) yang valid bagi integer
atau bukan integer:

y=A4]J], +BY,
dengan A dan B adalah konstanta.



Soal Latihan

* Tunjukkan bahwa

(1) \/7x/2 J_1/5(x) = cosx
(2) J3/2(x) = x_1]1/2 —J1/2
(3) Yi,2(x) = —J_1/2

(4) Y3,2 (x) = ]_3/7

(5) Y(2n+1)/2 — (_1)n+1]—(2n+1)/2




Rumus Reokurensi

Turunan [,

(=)™ X~ 2Mm+Dp
dx dx m' (m+1+p) (f)

( l)m (2m + p) ( )2m+p—1
T2 m! T(m+ 1+ p)

m=0

_ _[ (=)™ (m + p) 2m+p 1 . Z (—1D)™m (x)2m+p—1]

- m! F(m+1+p) m! T(m+1+p) \2

m! F(m+1+p—1)

(_1)m 1+1 x\ 2(m—1)+p+1
+nZO(m—1)! [m—1+p+1) (E) ]

dJ 1
d_chj — E (Ip—l _]p+1)

I (=)™ (x)2m+p—1




Reoccurence Relation

(_1)m X\ 2m+p—1
m' Im+1+p—-1) (E)

( 1)™(m + p) (X)z"”p
m' I'(m+1+ p)p

m=0

v (D™m Ty G g
ZZm' F(m+1+p)p +Zm' Im+1+p)p (E)
( 1)m 1+1 x\ 2(m-1)+p+1+1
Z (m—l)' [(m—1+1+p+ Dp (E)

( 1)m x2m+p
+Zm' F(m+1+0p) )




Reoccurence Relation

(_1)m—1 x\ 2(m—1)+p+1
—DIT(m—1+1+p+1) (E)

= (-1)™ X\ 2MAp+1
__EZm!F(m+1+p+1) (E) tp

m=0
X

X
_]p—l — _E]p+1 +]p

[
|
3| %
iINg
f)

2p

7 ]p — ]p—l +]p+1



Latihan

e Buktikan Bahwa
d _
(1) = [xPJp] = xP Jp-1

2) = [x7PJp] = =P Jp4s




Persamaan Differensial dengan Solusi
yvang berkaitan dengan Fungsi Bessel

* Dalam beberapa kasus, pers. Diff. bukan dalam bentuk
pers. (1). Tetapi, solusinya dapat dinyatakan melalui
suku-suku fungsi Bessel.

* Pers. Berikut:

!

02 — 2,2
y" + (1 — Za)y; + | (bc x¢~1)?% + P

X2 y=0

Memiliki solusi
yp (x) = x@ Z,,(bx°)
Dengan
Z,, dapat diganti dengan J,, maupun Y, atau N,,.



Contoh:

Tentukan solusi persamaan berikut dalam bentuk fungsi Bessel:
y"'"+9xy =0
Solusi:

Bandingkan dengan

aZ _ pZCZ

" y' _
y +(1—2a);+’(bcxc 2 4 2 ]y:O

Didapat
1 3
1—2a=0 ~a=z, (bc)? =9 —>b=z=2

3
2c—-1) =1 —e=s, a’? —p?ct=0 -p=

Solusi umum
y =xY2[A],/3(2x3/2) + B Ny /5(2x3/2)]



Fungsi Lain yang berkaitan dengan
fungsi Bessel

* Fungsi Hankel atau Fungsi Bessel Jenis ke-3
Hy ™ (%) = J, (%) + i Np (%)
Hy® (x) = J(x) = i Np(x)
* Fungsi Bessel Hiperbolik
L,(x) =i7P J,,(ix)

T
Ky () = - P+ H W (ix)

Yang merupakan solusi dari
nyII 1 xy/ n (pz _ xZ)y =0



Fungsi Bessel Sferis

Jika p=n+ 1 , dengan n integer, maka

jn(x) = \/7 ]n+1 (x) =x <_%:_x>n (siz X)
v, (x) = \/% Yn+% (x) = —xn< %ddx>n (coj X)

hn(l) (x) = jn(x) + iy, (x)
hn(Z) (x) = jn(x) — iy (x)




Fungsi Kelvin

* Distribusi arus listrik dalam kawat memenubhi
persamaan differensial berikut:

!

y' +y; —iy=0
e Solusi persamaan di atas adalah fungsi Kelvin

y = Zo(i3/%x)
* vy adalah fungsi kompleks dan dapat berupa
Jo(i3/2x) = ber(x) + i bei(x)
Ko(i3/2x) = ker(x) — i kei(x)

Dengan ber(x) dan bei(x) masing-masing adalah real
Bessel dan Imajiner Bessel.



Fungsi Airy

* Fungsi Airy merupakan solusi dari persamaan differensial
Airy:
y'—xy =0
* Pers. Airy berkaitan dengan pers. Diff. Bessel termodifikasi

dengan

1.3 1, 2
tT TP TP Tl

dan memiliki solusi
y = Vx Zy3(5ix%2)
* Fungsi Airy didefinisikan sebagai

1 ,x
Al(X) = E § K1/3 (%x3/2)
X
Bi (x) = /§ []_1/3 (%xS/Z) + 15 (%x3/2)]



