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Fungsi Pembangkit 

Adalah sebuah fungsi yang mewakili suatu deret tak 
hingga  
Contoh: 

1 + ℎݔ + ℎଶݔଶ + ℎଷݔଷ + … =  ෍ ℎ௡ݔ௡
ஶ

௡ୀ଴

 

diwakili oleh fungsi 

ܩ ,ݔ ℎ =
1

1 − ℎݔ
= 1 + ℎݔ + ℎଶݔଶ + ℎଷݔଷ + … 

 



Deret Maclaurin 

݂ ݔ = ݂ 0 + ݂ᇱ 0 ݔ +
݂ᇱᇱ 0 ଶݔ

2!
+

݂ᇱᇱᇱ 0 ଷݔ

3!
+ ⋯  

݂ ݔ =
1

1 − ℎݔ
= 1 − ℎݔ ିଵ    → ݂ 0 = 1 

݂ᇱ ݔ = − 1 − ℎݔ ିଶ −ℎ =
ℎ

1 − ℎݔ ଶ  → ݂ᇱ 0 = ℎ 

݂ᇱᇱ ݔ = −2 1 − ℎݔ ିଷ −ℎ ℎ =
2ℎଶ

1 − ℎݔ ଷ  → ݂ᇱᇱ 0 = 2ℎଶ 

݂ ݔ = 1 + ℎݔ +
2ℎଶݔଶ

2
+ ⋯ = 1 + ℎݔ + ℎଶݔଶ + … 

 



Fungsi Pembangkit 
Tinjau fungsi 

Φ ,ݔ ℎ =
1

1 − ℎݔ2 + ℎଶ
=

1
1 − ݕ

= 1 − ݕ ିଵ
ଶ 

dengan ݕ = ℎݔ2 − ℎଶ 

݂ ݕ = 1 − ݕ ିଵ
ଶ  ⇒ ݂ 0 = 1 

݂ᇱ ݕ =
1
2

1 − ݕ ିଷ
ଶ   ⇒ ݂ᇱ 0 = 1/2 

݂ᇱᇱ ݕ =
3
4

1 − ݕ ିହ
ଶ   ⇒ ݂ᇱᇱ 0 = 3/4 

݂ᇱᇱᇱ ݕ =
15
8

1 − ݕ ି଻
ଶ ⇒ ݂ᇱᇱᇱ 0 = 15/8 

… 



Deret Mclaurin 

݂ ݕ = ݂ 0 + ݂ᇱ 0 ݕ +
݂ᇱᇱ 0

2!
ଶݕ  +

݂ᇱᇱᇱ 0
3!

ଷݕ +  … 

݂ ݕ = 1 +
1
2

ݕ +
3
8

ଶݕ +
5

16
ଷݕ + ⋯ 

Substitusikan ݕ = ℎݔ2 − ℎଶ ke deret di atas: 

Φ ,ݔ ℎ = 1 +
1
2

ℎݔ2 − ℎଶ +
3
8

ℎݔ2 − ℎଶ ଶ +
5

16
ℎݔ2 − ℎଶ ଷ +  … 

= 1 + ℎݔ −
1
2

ℎଶ +
3
8

ଶℎଶݔ4 − ℎଷݔ4 + ℎସ

+
5

16
ଷℎଷݔ8 − ଶℎସݔ4 + ⋯ ℎହ + ⋯ ℎ଺ + ⋯ 

= 1 + ℎ ݔ +
1
2

ଶݔ3 − 1 ℎଶ +
1
2

ଷݔ5 − ݔ3 ℎଷ + ⋯ 

= ଴ܲ(ݔ) + ଵܲ(ݔ)ℎ + ଶܲ(ݔ)ℎଶ + ଷܲ ݔ ℎଷ + … 

Φ ,ݔ ℎ = ෍ ௟ܲ(ݔ)ℎ௟
ஶ

௟ୀ଴

 



Fungsi Pembangkit 

Φ ,ݔ ℎ =
1

1 − ℎݔ2 + ℎଶ

= ෍ ௟ܲ(ݔ)ℎ௟
ஶ

௟ୀ଴

  untuk ℎ < 1.  

 
Dengan 

௟ܲ ݔ → Polinomial Legendre ke − ݈ 



Relasi Rekursif 
• Dengan menggunakan fungsi pembangkit, kita dapat merumuskan 

relasi rekursif. 
߲Φ
߲ℎ

= Φ,௛ =
߲

߲ℎ
1 − ℎݔ2 + ℎଶ ିଵ

ଶ = −
1
2

ିଷ
ଶ −2ݔ + 2ℎ

=
ݔ − ℎ

1 − ℎݔ2 + ℎଶ ଷ/ଶ  

 
1 − ℎݔ2 + ℎଶ Φ,௛ = ݔ − ℎ Φ 

1 − ℎݔ2 + ℎଶ  ෍ ݈ ௟ܲ ݔ ℎ௟ିଵ
ஶ

௟ୀ଴

= ݔ − ℎ ෍  ௟ܲ ݔ ℎ௟
ஶ

௟ୀ଴

 

෍ ݈ ௟ܲ ݔ ℎ௟ିଵ
ஶ

௟ୀ଴

 − ෍ 2݈ + 1 ݔ ௟ܲ ݔ ℎ௟
ஶ

௟ୀ଴

+ ෍ ݈ + 1 ௟ܲ ݔ ℎ௟ାଵ
ஶ

௟ୀ଴

= 0 

෍ ݈ ௟ܲ ݔ ℎ௟ିଵ
ஶ

௟ୀ଴

 − ෍ 2݈ − 1 ݔ ௟ܲିଵ ݔ ℎ௟ିଵ
ஶ

௟ୀଵ

+ ෍ ݈ − 1 ௟ܲିଶ ݔ ℎ௟ିଵ
ஶ

௟ୀଶ
= 0 

 



෍ ݈ ௟ܲ ݔ ℎ௟ିଵ
ஶ

௟ୀ଴

 − ෍ 2݈ − 1 ݔ ௟ܲିଵ ݔ ℎ௟ିଵ
ஶ

௟ୀଵ

+ ෍ ݈ − 1 ௟ܲିଶ ݔ ℎ௟ିଵ
ஶ

௟ୀଶ

 

1 ଵܲℎ଴ − ݔ ଴ܲℎ଴ + ෍ ݈ ௟ܲ ݔ ℎ௟ିଵ
ஶ

௟ୀଶ

 − ෍ 2݈ − 1 ݔ ௟ܲିଵ ݔ ℎ௟ିଵ
ஶ

௟ୀଶ

+ ෍ ݈ − 1 ௟ܲିଶ ݔ ℎ௟ିଵ
ஶ

௟ୀଶ

= 0  

ଵܲ − ݔ ଴ܲ = 0 
݈ = 2:   

0 ℎ଴ + … ℎଵ +  … ℎଶ = 0 



Relasi Rekursif 
݈ = 0 : 

0. ଴ܲ = 0  → ଴ܲ = 1 
݈ = 1: 

ଵܲ − ݔ ଴ܲ = 0 → ଵܲ = ݔ ଴ܲ 
݈ ≥ 2 : 

݈ ௟ܲ ݔ − 2݈ − 1 ݔ ௟ܲିଵ ݔ + ݈ − 1 ௟ܲିଶ ݔ = 0 
݈ ௟ܲ ݔ = 2݈ − 1 ݔ ௟ܲିଵ ݔ − ݈ − 1 ௟ܲିଶ ݔ  

 

௟ܲ ݔ =
2݈ − 1

݈
௟ܲିଵ ݔ ݔ  −

݈ − 1
݈ ௟ܲିଶ ݔ  

ଶܲ =
3
2

ݔ ଵܲ −
1
2 ଴ܲ =

3
2

ଶݔ −
1
2

 

ଷܲ =
5
3

ݔ ଶܲ −
2
3 ଵܲ 

  
 



Ekspansi Potensial 
• Potensial oleh muatan titik di suatu titik 

berjarak ݀: 

ܸ =
ݍ݇
݀

 

݀ଶ = ܴଶ + ଶݎ − ݎ2ܴ cos  ߠ
݀ =  ܴଶ + ଶݎ − ݎ2ܴ cos  ߠ

ܸ =
ݍ݇

ܴଶ + ଶݎ − ݎ2ܴ cos ߠ
 

= ଶܴ ݍ݇ − ݎ2ܴ cos ߠ + ଶݎ ିଵ/ଶ 

=
ݍ݇
ܴ

1 − 2
ݎ
ܴ

cos ߠ +
ݎ
ܴ

ଶ ିଵ/ଶ

 



ݎ
ܴ

= ℎ 

cos ߠ =  ݔ

=
ݍ݇
ܴ

1 − ℎݔ2 + ℎଶ ିଵ/ଶ 

ܸ =
ݍ݇
ܴ

Φ 

ܸ =
ݍ݇
ܴ

෍ ௟ܲ(ݔ)ℎ௟
ஶ

௟ୀ଴

=
ݍ݇
ܴ

෍ ௟ܲ(cos (ߠ
ݎ
ܴ

௟ஶ

௟ୀ଴

 

 



• Jika ada ݊ muatan titik di sekitar titik O, 
௜ݎ    , ௜ݍ  

ܸ = ෍
௜ݍ݇

ܴ
෍ ௟ܲ(cos (௜ߠ

௜ݎ

ܴ

௟ஶ

௟ୀ଴

௡

௜ୀଵ

  

ܸ =
݇
ܴ

෍ ෍
௜ݎ

ܴ

௟

௟ܲ(cos ௜ݍ(௜ߠ

ஶ

௟ୀ଴

௡

௜ୀଵ

 

• Jika distribusi muatan kontinu 

ܸ =
݇
ܴ

 න ෍
ݎ
ܴ

௟

௟ܲ cos ߠ  ݍ݀
ஶ

௟ୀ଴

= ݇ ෍
1

ܴ௟ାଵ න ௟ݎ
௟ܲ cos ߠ  ߬݀ߩ

ஶ

௟ୀ଴

 



݈ = 0 : 

଴ܸ = ݇
1

ܴ଴ାଵ න ଴ݎ
଴ܲ cos ߠ ߬݀ߩ

=
݇ܳ
ܴ

 

݈ = 1 ∶  

ଵܸ =
݇

ܴଶ න ݎ cos ߠ  ߬݀ ߩ

ܳ 

ܴ 



Ortogonal 

• Jika dua buah vektor ࡭ dan ࡮ saling ortogonal, maka 

࡭ ⋅ ࡮ = 0 →  ෍  ௜ܤ௜ܣ

• Dua buah fungsi real ݂ ݔ  dan ݃ ݔ  ortogonal jika 

න (ݔ)݂  ݃ ݔ = ݔ݀ 0 

• Satu set fungsi real dikatakan saling ortogonal jika 

න ௠݂ ݔ ௡݂(ݔ) ݔ݀  = 0  , jika m ≠ ݊ 

 



Contoh 

௡݂ ݔ = sin  ݔ݊
 

න sin ݔ݉ sin ݔ݊ ݔ݀ 
ଶగ

଴

= 0 



Polynomial Legendre Saling Ortogonal 

න ௡ܲ ݔ ௟ܲ(ݔ)
ଵ

ିଵ

ݔ݀ = 0 ݆݅݇ܽ ݊ ≠ ݈ 

contoh: 
݊ = 0, ݈ = 1 

න ଴ܲ ଵܲ݀ݔ
ଵ

ିଵ

=  න ݔ݀ ݔ
ଵ

ିଵ

=
1
2

ଶݔ = 1 − 1 = 0 

 



Sifat Ortonormal 

න ௡ܲ ݔ ௟ܲ(ݔ)
ଵ

ିଵ

ݔ݀ = ൝
0 ,  ݊ ≠ ݈

2
2݈ + 1

 , ݊ = ݈ 


