Fisika Matematika Ill

Pertemuan ke-3

Generating Function For Legendre
Polynomials

Hasanuddin
2 September 2021



Fungsi Pembangkit

Adalah sebuah fungsi yang mewakili suatu deret tak
hingga

Contoh:
14+ hx + h%x%+h3x3 + ... = z hx™
n=0

diwakili oleh fungsi

1
G(x,h) = T 1+ hx + h?x? + h3x3 + ...




Deret Maclaurin

f//(o)xz f///(o)xS
2! T 3!

fl) =f(0)+ f(0)x + + e

f(x)=1_hx=(1—hx)‘1 - f(0)=1
f'(x) == —hx)"? (=h) = (1 — hx)? - f'(0)=h
2
f0) = =201 = )™ (=W = g —pss = (0) = 2h7
2h?x?
f(x)=1+hx+ + -+ =1+ hx + h*x? + ..

2



Fungsi Pembangkit

Tinjau fungsi

d(x, h) = =(1- y)_%

Vi—2xh+h2 J1—y
dengan y = 2xh — h?
1
fO)=1-y)Z=f0)=1

1
FO)=50-92 =0 =172

3
F'0) =3 -3)7F = f"(0) = 3/4

15 _7
flll(y) — g(l _y) 2 = f”'(O) — 15/8



MOS0

Deret Mclaurin
FO) = FO) + 'y +—; 5
5

()—1+1 +32+ >+
fQ) = Sy tgy ity

Substitusikan y = 2xh — h? ke deret di atas:
1 3 5
d(x,h) =1+ > (2xh — h?) + s (2xh — h?)? + e (2xh — h?)3 + ...

V3 + ..

1 3
=1+ xh _Ehz +§(4x2h2 — 4xh> + h*)
5
4 (B30 — 4x2ht 4 oo hS e h) 4

1 1
=1+xh +§(3x2 — 1)h? +§(5x3 — 3x)h3 + -
= Po(x) + Py(x)h + P(x)h* + Ps(x)h° + ...

d(x, h) = z P,(x)h
1=0



Fungsi Pembangkit

d(x,h) =

V1 —2xh + h?
— ZPl(x)hl untuk |h| < 1.
[=0

Dengan
P;(x) — Polinomial Legendre ke — [



Relasi Rekursif

 Dengan menggunakan fungsi pembangkit, kita dapat merumuskan
relasi rekursif.

A B+ h?)Z = 1( Y2 (—2x + 2h)
on = P =g hx -3 x
x_

" (1—2xh + h2)3/2

(1-— th +h?)D ), = (x — h)CD

(1 — 2xh + h?) Z [ PR = (x — h)z P, (x)h!

Z [ P,(x)h!~1 — Z(zz + DxP, ()t + Z(l + DP,(ORY = 0
=0 [=0

ST

LP,(x)h"™ — > 21— DxP_; )R+ ) (1 —1)P_,(x)h* 1



LP(x)R!t — > (21— DxP_1 ()R 4+ ) (1— 1P, (x)R?

1P, h® — xPyh® + Z [ P,(x)ht"L — 2(21 — 1DxPy_ ()R
[=2 =2

+ Y (U-1DP_,(x)ht"t =0

Pl—xP0=0

O0h°+ ..h'4+ ..h* =0



Relasi Rekursif

[=0:
0.Pp=0 - Py=1
[ =1:
P, —xPy =0 - P; = xP,
[ > 2

LP(x) — 2l —=DxP1(x)+(—-1DP_,(x)=0
LP(x) =(2l—1DxP_1(x) — (I - 1DP_,(x)

21 —1 [—1
Pl(x)=< l )XP1—1(X) _<T)Pl—2(x)

1 3 1

P2=—xP1——P0=—x2——

2 2 2 2
P—SP 2P
3—3x2 31




Ekspansi Potensial

e Potensial oleh muatan titik di suatu titik
berjarak d: 4

kq B
V=—
d

d* = R° +1r% — 2Rrcos 6 R
d = R2+12—2Rrcos@
kq

VR?2 +1r2 —2Rr cos O

V =

= kq (R?> — 2Rr cos § + r?)~1/2 =

l;fl (1 ~2 (R) cos 6 + (;)2>_1/2



L1
==
cosf = x

k
= ?q (1 — 2xh + h?)~1/2

V=—7o
R

“q Z P,(x)h! = “q Z P,(cos 0) (%)



e Jika ada n muatan titik di sekitar titik O,

Uih 4:5
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|
iNgh
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‘“M8

o
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CD
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e Jika distribusi muatan kontinu

E fi(z)lPl(cos 0)dq
=0
— Z(; l+1f lPl(COS H)IOdT




VO:kRO+1

kQ

" R
[=1":

k

Vi ==

R2

f r%P,(cos ) pdr

frcos@pdr




Ortogonal

e Jika dua buah vektor 4 dan B saling ortogonal, maka
A-B=0 - EAL-BL-
* Dua buah fungsi real f(x) dan g(x) ortogonal jika
| feo g@ax = o
e Satu set fungsi real dikatakan saling ortogonal jika

[ f 100 dx =0 jikam =



Contoh
fr(x) = sinnx

2TT

f sinmxsinnx dx =0
0



Polynomial Legendre Saling Ortogonal

1

an(x)Pl(x) dx = 0jikan #1
—1
contoh:

1
1

fPOPldx= fxdx=§x2=1—1=0

21

-1



Sifat Ortonormal

0, n # [

1
an(x)Pl(x) dx = { 2 ,

-1

20+1’ "



