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Solusi Latihan Minggu Sebelumnya

PDB
xy' =y
Solusi:
y = agx’ + a;x + ayx? + azx3 + -
y' = aq + 2a,x + 3azx? + 4 a,x3 + ..
xy' = 0x° + a;x + 2a,x% + 3azx3 + -
ap, =0
a, = a,
a, =2a, - a, =0
as = 3das;, - a3 =0
a, = na,
y = a;x



Persamaan Legendre

Bentuk:
(1—x%)y" =2xy'"+1(l+ 1)y =0

Dengan [ adalah suatu tetapan.

Persamaan ini muncul dalam persamaan
differensial parsial yang memiliki simetri bola
dalam bidang mekanika kuantum, teori
elektromagnetika, dan lain-lain.



Solusi

Misalkan

COo
=2anx —a0+a1x+a2x +a3x + ..

nanx” V= ay +2a,x + 3asx? + 4a,x> + -

ﬁMs;

00

) En(n 12

n=0

= 2a, + 3.2a;x + 4.3a,x% + -+



Tabel

x© X x? x3 x™
y" 2a, 2.3.a; 4.3a, 5.4ac m+ 1D+ 2)a,,s
—x2y" —2a, —2.3a; —n(n — 1ay,
—2xy' —2a, —4a, —6a; —2na,
[(l+Dy | d+1)ay | I+ Day | I+ Da, | LI+ 1as [(l+ 1)a,

Apy2 = —

m+1)(n+2)a, +[I(l+1)—n(n—1) — 2n]a, =0

m+1Dn+2a,, +[1?+1—n*+n—-2nla,=0

m+1Dn+2)a,, +[1?—n?*+1—nla, =0

(I? —n?+1—n)a,

Ant+2 = —

_(l+n)(l—n)+l—n

n+1)(n+2)

I-n)(1+n+1)

m+1)mn+2) ™

(n+ 1+ 2) “n




Rumus rekursif

Untuk koefisien pangkat genap

(L + 1)
T R
(-2 +3) LI+ DU-2)(A+3)
Q=773 27 1.2.3.4 “o
(1 —2)(L +5)
=" 56 a
I+ DU -2)A+3)(I—4)(I +5)
- 123456 “o

sz (1
a, = ( ) {n(l—( 1)kk)}a0 n=246,..



Rumus Rekursif

Untuk koefisien pangkat ganijil

(-1 +2)
BTTTT a3 @
(l-3){1+4) A-1DA+2)A-3){+4)
a5 —_- = a3 — a1
4.5 51
(1 —5)(1 + 6)
T e B
A-DU+2)U-3){I+4)U-5)U+6)
- 71 “

(n-1)/2
a, = (- 1) {n(l+( 1)kk)}a1



Solusi

y=ao{l—l(l;l)xz+l(l+1)(l;2)(l+3)x4
I+ DA-2)A+3)U-DUA+5) }
_ xX° + ...

6!
e {x_ = 1)3('1 +2)
L =DA+DA=3)A+4)

5!
B -1+ 2)('1 -3)(U+4)([A-5)I+6) 7




Konvergensi

Deret tersebut konvergen jika

An+2
x%l <1

lim
n— oo an

x?| < 1.

Tinjau pada saat
[=0
danx =1,
=ag + 1+1+1+1+
Yy =0y T adq 3Tty

Deret dalam tanda kurung divergen. Supaya y konvergena; = 0
sehingga

Yy = AQp



Konvergensi

e Cekuntukl =1danx =1

1 1 1
y=a0{1—1 ——————— ...}+a1x

Deret dalam tanda kurung divergen. Supaya
konvergen, kita set ay = 0 dan
Yy = a.x
e Untuk! = 2danx =1,
y = ay(1 — 3x%)
dana; = 0.



Polinomial Legendre

Solusi:
Yo = Qg - Py(x) =1
Y1 = a1Xx - Pi(x) =x
1
y2 = a(1-3x%) - P(x) =5(3x2 1)

5 1
Y3 = aq <x — §x3> - P3(x) = E(Sx3 — 3x)

35 1
V4 = ag <1 — 10x2 + ?x“) - P, (x) = s (3 — 30x?% + 35x%)

Set nilai ay sedemikian rupa sehingga
P(+1) =1
Dan set nilai a; sedemikian rupa sehingga



Y2 = ap(1 — 3x%)
Untukx =1 -> vy, =1

1=ay(1-31)%)=>1=ay(-2)>ay = —%

1 1
P, = —5(1 — 3x2) =§(—1 + 3x%)

1 2
=§(3X — 1)



Polinomial Legendre

- B - P - P

- P - P - P

L) L) T L) L) ] L] L) L]
=100 =075 =050 =125 L0 0,25 .50 .75 1.00



Nilai dan Fungsi Eigen

Pers. Legendre
(x* =Dy" +2xy" =1+ 1y
d’y _ dy
2 4 I . 4

(xc—1) ek ZxE =I(l+ 1)y
(x? —1)D?y+2xDy =1L+ 1)y
{(x* —1)D*+2xD}y =1(l+ 1)y

fD)y =1(l+1y

Nilai eigen [ dan fungsi eigen P;(x).




Aturan Leibniz

d
— (uwv) = u'v+ uv
, dx
d
x? (uv) =u"v+uv' +uv' +uv” =u"v+2u'v' + w”
d3
s (uv) =u""v+u"v' +2u"v' + 2uv" + UV +uv’”’

=u""v+3u"v' +3uv" +uw'”
Dst...

Pola segitiga Pascal
11
1 21
1331 >@)”=u"v+3u"v'+3uv"+uv"”
14641 ->w)=u"v+4u""v+6u"v'"+4uv'" + uv'"”



Aturan Leibniz

dn~ k k
—(uv)—ZC(n k) udv

dxm dxn—k dxk

dengan
n!

C k) = =




Rumus Rodrigues

* Pertanyaan:
Bagaimana mencari polinomial Legendre ke-[?

Tinjau fungsi

R=(x?-1)
Turunan R terhadap x:
dR
— = 2lx(x? — 11
dx
dR
(x? —1)— = 2IxR
dx
Turunkan persamaan di atas terhadap x:
2 dR+( 2 1)d2R—21R+21 dR
Yax Y dx? *x

2

(1 2)dR+2(l 1) dR+21R—0
x dx? xdx B



Apa yang terjadi jika pers. sebelumnya diturunkan
sebanyak n kali?
(1 2) d2R+2(l 1) dR+ZlR =0
* X Y dx B
n=1
2 d2R+(1 2) d” (dR +2(1—-1)
Y dx? ) ax \dx
d*R dR

2(l = Dx— + 21— =
+ 2(1 )xdx2+21dx 0

(1 2) d* (dR +2(l—-1-1) d (4R
x dx? \ dx xdx dx

dR
+[20-D +2l——=0




(1— %) d? (dR

dx?

dR
+2(0=1)+20]—=0

dx
n=2
d* (dR , d* (d?R d (dR
X dx? (dx) FA=x )dxz (dx2 t2(0=1-1) dx (dx)
d (d? d?
+2(l—1—1)xdx(dx2)+[2(1—1)+21]W_0

(1—-x%) (4R +2(1-1-2) d (4R
X dx? \ dx? xdx dx?

’R

+[2(l—2)+2(l—1)+21]ﬁ=0



d? (d*R d (d?R
1 — x2 —1-—
( * )dxz (dx2> t2(-1-2) xdx (dx2>

d’R
+120—-2)4+2(1-1)+ 2] —==0
dx?
n=3
d (d3R oy d? (d3R
—2x dx (dx3) T (1 X )dxz (dx3) T 2(1 —-1- 2) dx3

2(0—1-2) x= (Zi) +20-2)+20 -1 +21] 5 d3
0

Susun ulang:

d? [(d3R d (d>R
1 — x2 —1-—
( x )dxz (dx?’) +2(1-1-3)x dx (dx?’)

3

+[200=3)+2(-2)+2(—1) + 2] lef,:o




Pola

d (dR dR
n=1 ->2(0{-1-Dx—(—|+[2(0l—-1)+ 2]]—
dx \ dx dx

2
n=2 —>2(l—1—2)x:—x<%>+[2(l—2)+2(l—1)+2l]
3

d (d°R
n=23 —>2(l—1—3)x—<—3>+[2(l—3)+2(l—2)+2(l—1)+21]
dx \ dx

2

dx?
3

dx3
Pola koefisien d"R/dx™ :
n
20-n)+2(-n—1)+—+20—1) +2I = 2l(n+1)—22k
k=1

(n+1)

=Zl(n+1)—2n > =2ln+1)—nmn+1)=Q2L—n)(n+ 1)



Pers. Legendre

1 2) d” ("R +2(1—-1 ) d (d7R + (21
( x dx? \ dx™ " xdx dxm (

dTl

n)y(n+1) T 0
Jikan =1
2 d* (d'R , 4 d'R (a1 le_O
(1=x )dxz (dxl> xdx(dxl>+ ( )dxl B
Pers. Legendre dengan solusi
d'R d

— — l
PZ(X) — kﬁ_ kﬁ(xz —1)



Rumus Rodrigues untuk Polinomial Legendre

Sebagaimana diketahui

dt l
2 —
kﬁ(x — 1) =1
dl [ [
kW(X‘Fl) (.X'—l) =1
[
d-m (x + DLd™ (x — 1)
k z c(,m) dxl-m dx™ =1
m=0

x=1
[:

Suku yang tidak mengandung (x — 1) hanya ketika m
KCILD(x+DY,o, =1

1
k(le')=1 —>k:21—l'
Jadi,
l

1 2 l




Resume

* Solusi Persamaan Differensial Legendre =
Polinomial Legendre (I = bilangan bulat).

* Untuk mencari polinomial Legendre bisa
dengan rumus Rodrigues.



